MECANICA ESTADISTICA
Fundamentos de Mecéanica Estadistica.

Problema 1. Escribase la funcién de particién canénica de un sistema formado por dos particulas
cada una de las cuales presenta un espectro de tres niveles de energias 0, € y 2¢, en el caso de que
sean:

a) Particulas clasicas localizadas

b) Particulas clédsicas no localizadas

c) Bosones

)
)
)
)

d) Fermiones

Solucién:
Funcion de particion candnica de un sistema de particulas.

a) Particulas clasicas localizadas (discernibles):
En este caso, la funcién de particién candnica del sistema es:

Zn =22 =(14e P 4e720)2

b) Particulas cldsicas no localizadas (no discernibles):
En este caso, la funcién de particiéon candnica del sistema debe incluir un factor que descuente el
nimero de microestados que difieren entre si inicamente en permutaciones de particulas:

2
z
Iy =L

1
=5 = 5(1 e Pe —I—e_255)2.

c) Bosones:
Los microestados del sistema son los que se muestran en la Fig. 1.a

@

E=0 E=2¢ E=4¢g =g E=2s E=3¢

(b)
E=¢ E=2¢ E=3sg

Figura 1: Microestados de un sistema de (a) bosones y (b) fermiones.

La funcién de particién canénica es:
Zn =1+ e P8 42720 4 g730e 4 o=4P¢,

d) Fermiones:
Para fermiones, los tnicos estados admisibles (que respetan el principio de exclusién de Pauli) son
los de la Fig. 1.b. Asf pues,
Iy = e Pe 4 e72Pe 4 o 30e,




Problema 2. Obténganse las fluctuaciones del nimero medio de particulas por estado cudntico para
un sistema ideal de particulas idénticas, y demuéstrese que

s2 = (n; —n;)° =a; (1 F ng)

donde el signo superior (inferior) corresponde al caso de un gas de fermiones (bosones). ;Qué sucede
en el limite clasico?

Solucién:
Varianza del numero de particulas por estado en un gas ideal cudntico.

La varianza del nimero de particulas se obtiene a partir de la gran-funcién de particién de la

forma: 92 1nz a7
2 2 n-= _ OV
* = (ksT) ( op? >,@ kBT(au)ﬂ'

Dado que los nimeros de ocupacién de los diferentes niveles de energia son independientes entre si
en la colectividad gran-canénica, In=Z=) In&, por lo que podemos escribir la varianza del niimero

total de particulas como:
on
2 r 2
sy = kT g = so .
N B - < 8//4 )B Uz

T

Usando las expresiones del niimero medio de particulas por estado cuantico de bosones y fermiones:

1

- m (+, FD; - BE)

Ny

se puede escribir:

. 0,
2 = M;(aﬂ B
6/8(57'7/4)
B Z[df(u—n)iq?'

Usando ahora que

GB(E"‘_M) — _i F ]_7
iy

resulta de manera inmediata
1
2 § =2 § : — _
= — 1) = r 1 Fn,),
SN - TLT (n’r + ) ; n ( n )

por lo que finalmente se obtiene el resultado deseado: s%r =n,.(1Fn,).

Problema 3. Demuéstrese que la entropia de un gas ideal cuantico esta dada por:

S=—kp Y [nilnn; £ (1Fn;)n(1Fn)),

7

donde el signo superior (inferior) corresponde al caso de fermiones (bosones).

Solucién:
Entropia de un un gas ideal cudntico.

La entropia estadistica en la colectividad gran-candnica es

1 =
S:—kBZPllnPl:kBInE—i—fE—
l

l’l’ —
=N
T )
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que 1o es sino la definicién del gran-potencial (T, V, 1), como la transformada de Legendre de la
energfa interna del sistema FE(S,V, N) respecto a la entropfa y el niimero de particulas. Usando que:

InE = :I:Zln [1:|:eiﬂ(5T7“)]

_ _ ET,
E = ;nrg’“ = B 1

r

7 B 1
N = an :Zeﬁ(w—u)if

T
y teniendo en cuenta nuevamente que

1
P = — 18 —p)=In(1Fn,)—Inn,,

T

podemos reexpresar la entropia estadistica como

Ny

SiﬁBz:m[lilq7l}+kB§:ﬁTmM1¢ﬁﬂlnmy

T
Reordenando la expresién anterior tenemos finalmente

1 ¥ 7, +7,
S +kp Zln {W} +k32ﬁrln(1¢m) —kBZﬁTlnﬁr

1Fn,

= —kp Y [A,Inn, £ (1F7,)In(1F ).

s

Problema 4. Dada la densidad numérica n y la energia de Fermi de un gas ideal de electrones a
T =0 K, Er, demuéstrese que su compresibilidad isoterma a esta temperatura es:

3
N 2’[7,EF

KT

Pista: Utilicese la ecuacion de estado de los gases ideal cudnticos no relativistas pV = 2E/3. Puede
ser atil utilizar que la energia libre de Helmholtz F' = E —T'S coincide con la energia interna del
sistema, £, a T = 0.

Solucién:
Compresibilidad isoterma de un sistema de fermiones a T=0 K

La definicién de compresibilidad isoterma del sistema es

o — L (Y
TﬁV@pT

Teniendo en cuenta que la ecuacién de estado térmica de un gas ideal no relativista es:

2 _
V==1F
Py =3

y que la energia interna de un gas ideal de fermiones a T=0 K es

_ 3 -
E=°N
5 EF,



donde la energia de Fermi es

R2r? 3N\ /3
T om (W) ’

podemos escribir

o lo que es lo mismo

o 2102 (3)10 A

52m \m P

Derivando ambos miembros respecto a p se obtiene de manera directa
By (VY _ 20 (3\P NP
3 op )y 52m \r7 p?

5 2 N
gVK?T = gEFE.

Usando que para el gas de fermiones en el cero absoluto:

™

o lo que es lo mismo:

2N 2
= _——¢Ep = —-ne
b sy CF T gNEF
y sustituyendo en la ecuacion de la compresibilidad obtenemos finalmente:
3

R = .
2n€F

Problema 5. Consideremos un gas ideal cuantico tridimensional formado por N electrones ultra-
rrelativistas en un recinto de volumen V' de dimensiones macroscépicas.

a) Calctlese la densidad de estados del sistema y represéntese el resultado.
b) Obténgase la expresién de la energia de Fermi del sistema.

c) Obténgase la energia interna del gas a temperatura nula como funcién del nimero medio de
particulas.

d) Analicese la dependencia en la densidad de particulas de la presién del gas a T' = 0. jEs una
dependencia mas fuerte o més débil que en el gas no-relativista?

e) Consideremos que el gas anterior representa los electrones en el interior de una enana blanca
compuesta de particulas o3 (niicleos de Hej completamente ionizados) y electrones. Exprésese
la energia cinética en términos de la masa total de la estrella M y de su radio R. Teniendo en
cuenta que la autoenergia potencial gravitatoria de una estrella de radio R y densidad uniforme
es b, = —%GM 2/R, donde G es la constante gravitacional, ;qué podemos decir de la estabilidad
mecanica de la estrella en este modelo?

Solucion:
FEstabilidad estelar.

a) La densidad de estados del sistema de electrones ultrarrelativistas es:

Ankd)3 vV

=g,—=k> ; gs=25+1=2 (electrones
anja) 6 g ( )

N(k) = gs
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Utilizando la relacién de dispersién para electrones ultrarrelativistas (m = 0), E = hike, tenemos:

14 3

N(E) = gy——
E) =9 appa

Consecuentemente, la densidad de estados del sistema de electrones ultrarrelativista es

dN(E) \% 9
E) = = E-.
9(E) dE m2h3c3

b) La energia de Fermi del sistema se calcula teniendo en cuenta que a "= 0 K todos los estados
de energia inferior a la de Fermi estdn ocupados por un electréon y que todos los superiores estan

desocupados
_ - 1 E S Sy
TL(E) - { 0 E>¢ep
Luego:
(e’e] EF
N = > ﬁT:/g(E)ﬁ(E)dE:/g(E)dE
(er<er) 0 0
v 7 v
_ 2 m 3
w23 /E B 37r2h303€F'
0

Por lo tanto, la energia de Fermi del gas de electrones ultrarrelativista es:

3m2N 1/3
EF—EC( % ) .

¢) Energfa interna del gas: La energfa interna a T =0 K

Ey = /Ooo g(E)i(E)EdE = /OF g(E)EdE

v 7
= — = / E*dE
m2h°c3
0

= epatr e

d) Presi6n del gas: Teniendo en cuenta que a T' = 0 K todos los procesos isotérmicos son también
adiabéticos (o que F = E — TS = E a esta temperatura),

(9B _ 3y (%r
vV S,N_ 4 WV )sn

_ 1IN (N

T oaverT\v) -

Por lo tanto, la dependencia de la presién estadistica del gas de electrones ultrarrelativista es mas

=
[

~\5/3
suave que la dependencia de su homologo no relativista, (%) .

e) Estabilidad de la enana blanca.

De acuerdo con el modelo vigente de evolucion estelar, las estrellas pueden acabar evolucionando o
no hacia un agujero negro a medida que se agota su combustible nuclear dependiendo de que su masa
esté por encima o por debajo de un cierto limite, denominado limite de Chandrasekhar. En el caso de
que esté por encima de ese limite, la interaccion gravitatoria acabara comprimiendo buena parte de la
masa de la estrella en una regién muy pequena del espacio, de radio inferior al denominado horizonte
de sucesos. Si la masa es inferior puede estabilizarse en un objeto estelar, por ejemplo una enana
blanca o una estrella de neutrones, en el que el efecto de la interacién gravitatoria estd compensado
por alguna contribucién repulsiva entre los constituyentes. En el caso de una enana blanca formada
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por niicleos de helio totalmente ionizados (particulas alfa, 3a) y electrones libres es la energfa cinética
de los componentes de la estrella la que compensa el efecto de la fuerza gravitatoria.

Un analisis simple de la estabilidad de la estrella puede realizarse analizando el comportamiento de
la energia mecanica del cuerpo. Este serd estable si la energia cinética de los constituyentes es superior
a la autoenergia potencial gravitatoria. Vamos a realizar un anélisis cuantitativo de la contribucién
tanto del gas formado por los nicleos de helio ionizados como la del gas formado por los electrones (los
cuales seran considerados ultrarrelativistas debido a las altas temperaturas que se alcanzan en estos
cuerpos ~ 107K) a la presién que evita que la estrella colapse. Si se supone una densidad numérica
de particulas alfa para una enana blanca de entorno a n, = N, /V ~ 1,25-10%m =2 (densidad media
de Sirius B) entonces se puede estimar la temperatura de Bose (ec. 5.27 de las notas) para el gas de
bosones que constituyen las particulas a en el interior de la estrella:

onh2 7 2/3
Tp=2"" (_Ne )\ 105K
maks \ 2,6169,

Hemos usado que g5 = 1 para particulas « (espin 0). Por otro lado, la temperatura de Fermi para el
gas de electrones ultrarrelativistas de la enana blanca seré:

he

= = (3%n) " = 35 10°K
B

Tp
Se ha tenido en cuenta que n, = 27, ya que cada ntcleo de helio aporta dos electrones. Dicho esto
vemos que, dado que la temperatura media de las enanas blancas ronda los 107K, podemos que
describir a las particulas « como un gas de bosones a altas temperaturas (limite cldsico) mientras
que los electrones estaran caracterizados por la descripcién estadistica de un gas de fermiones a bajas
temperaturas (T = 0K). Por tanto, la presién ejercida por las particulas « serd (gas ideal cldsico):

Do = NokpT
Y por los electrones (apartado d):
1
Pe = ZnekBTF = §nakBTF
Si calculamos la relacién entre ambas:
o= = P~ 1T5p,

Como vemos, la presién ejercida por el gas de electrones es unas 175 veces mayor que la ejercida por
las particulas a lo que nos permite, en primera aproximacién, hacer el balance de energias teniendo
Unicamente en cuenta la contribucién de los electrones. Consecuentemente, la energia cinética de
la estrella es aproximadamente la de un gas de electrones ultrarrelativistas a T = 0 K que hemos
obtenido en el apartado c):

E.= %Nesp = §J\f/'ehc <

372N, 1/3
4 )

\%4

El ntimero de electrones dobla al de nucleos de helio, por lo que
1
M~ N,my = §Nema.

Por otro lado, V = 47 R3/3, de tal manera que:

B3 (om\ M\
T2\ “\ma) ®
Teniendo en cuenta que la energia potencial gravitatoria de la estrella autogravitante de masa M,

radio R y densidad uniforme es
_ 3GM 2

PT 5 R
6




E(R)

a=b

b=a

Figura 2: Comportamiento de la energia mecanica de la enana blanca.

obtenemos una energia mecanica de la forma:

que no presenta ningin punto de estabilidad ni para a > b ni para b > a. Una idea de una masa
critica de estabilidad que podriamos obtener con un modelo mas sofisticado de la estrella corresponde
al caso a = b en el cual, despreciando constantes:

4/3
he (M) ~ GM?

Me
3/2
ch
M ~ (Gmi) Me-

Esta serfa la masa critica para que la presién del gas de electrones (presiéon de Fermi) compensase
la presién gravitatoria y evitase el colapso de la estrella en un agujero negro tras el agotamiento
de su combustible. Este valor ha de compararse con la denominada masa de Chandrasekhar para la
masa limite de una enana blanca compuesta por particulas de masa m,,, nimero atémico Z y nimero

madsico A,
Z he \*/?
Mch = 0,20 (A) (%) mp,

que para el caso de particulas alfa conduce a M., = 1,4Mg,. A partir de esta masa la enana blanca
no seria estable y evolucionaria, o bien hacia una estrella de neutrones o bien hacia un agujero negro.

Problema 6. Para un gas de electrones a temperatura finita calcilese la dependencia con la tem-

peratura de su:
a) Potencial quimico

b

)

) Energia interna
c¢) Presién

)

d) Capacidad calorifica.

Solucién:
Gas de electrones a temperatura finita.



a) Potencial quimico: El potencial quimico de un sistema fermidnico viene definido por:
_ B o0 _ o0 g(f)
" /0 sleniere /0 A+ 17 .

Para resolver esta integral vamos a resolver un caso mas general para asi poder utilizar su soluciéon
en siguientes apartados. Trataremos de resolver una integral de la forma:

X (e)
I(ﬁ):/0 7@5(6_”“&

Para este apartado, x’(€) serd la densidad de estados o, como ya sabemos, x(¢€) serd el volumen fésico,
I'(e) = g(e). También sabemos que el volumen fésico de un gas ideal de electrones cuando ¢ = 0 es
nulo (T'(0) = 0, no hay microestados accesibles al sistema). Teniendo esto en cuenta podemos integrar

por partes para obtener:
oo Ble—p)
x (€)e
10 =5 [ M9
0 I:e/ﬁ(e_.u) + 1]
Vamos ahora a desarrollar en serie de Taylor la funcién y(e) en torno a e = pu:

e m) o (o YmeBle—n)
530X / (= preen)
0

m—0 m! [65(5_.“') —+ 1]

Haciendo ahora un cambio de variable en las integrales tal que x = (e — p), podemos escribir esta
expresién como:

m) (1
1) = ZX B /uB e“3+1 e

Si se representa el integrando para distintos valores de m (ver Fig. 3) se puede ver este decae rapida-
mente a cero a medida que crece o decrece x. Por otro lado, si tenemos en cuenta que lo que queremos
es estudiar la dependencia de las magnitudes termodindamicas cuando nos alejamos de T' = 0 pode-
mos pensar que estamos en el régimen T << Tr. En esta situaciéon tendremos que Su >> 0 ya que
recordemos que el potencial quimico es del orden de la energia de Fermi (e = kgTr). Con todo
esto podemos extender el limite inferior de las integrales dentro de la serie a —oo sin cometer errores
significativos. Ademds, teniendo en cuenta que:
e 1

M= i e e

podemos escribir:

> (m)
X
dx.
= S0 [ e

0

m=
Ahora, por paridad (notar que f(x) = f(—z)), cada una de las integrales serd nula cuando m sea
impar mientras que si m es par, la funcién es simétrica y el problema se reduce a calcular la integral
para valores positivos de x:

oo l,m o0 xmez
1, = dr =2 —d
.[m«ﬂ+w@ﬂ+w>x A e+ 12

Hemos vuelto a la forma original de f(x) para poder integrar por partes y obtener:

m oo o] ml
I,=2|— +m/ dgc —2m/
er+ 1|, 0 e“"Jrl

Para calcular esta integral podemos usar la funcién 7 de Dirichlet que nos da la relaciéon de esta
integral con la funcién I' de euler y ¢ de Riemann:

. B 1 [ee] xmfl
W) = (=270 = s [ e
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Por tanto:
I, = 2mI(m)(1 = 2'7"™)((m) = 2m(m — 1)}(1 — 2'7™)¢(m) = 2m!(1 — 2'~™)¢(m)

Recordar que esto solo se cumple para valores pares de m y distintos de cero. Como ya hemos dicho,
si m impar, I, =0y sim=0:

o e* 1 |~
Iy =2 ——dx = — =1
0 /0 (e +1)2 e* + 1},

Juntando todo tendremos:
I(T) ) +2 Z X (1) (kpT)*™(1 = 2'72™)¢(2m)

Este desarrollo de la integral se conoce como desarrollo de Sommerfeld.
Si volvemos al calculo del niimero medio de particulas y nos quedamos a primer orden en la
temperatura en este desarrollo tenemos:

N:/O# ()de + = (k: )24/ (1)

Teniendo en cuenta que el factor de degeneraciéon de espin de los electrones es g; = 2 y usando que
la densidad de estados para electrones no relativistas es:

2nV
9(0) = g5 2m)*Res?

47V m)3/2 el/2,

K3 (2
2 (kpT\?
1 + 1 <B>
8 %
De forma més compacta, usando la expresion de la energia de Fermi para un gas ideal de electrones

no relativistas: ,
2 (kgT
o ()

Para poder despejar p1 de esta ecuacién debemos expandir en serie de Taylor la parte derecha de la
igualdad con p en torno a er. Tras hacer esto y quedarnos a orden lineal en p en el desarrollo se

puede llegar a que:
2 2
€r [ t2/3_1 kB;T —1/3 +€F7L kB;T /3
6 €EF 6 €Er

t=1+2 (kBT>
8 (ol

kB

tendremos:

_ 81V
N ~ 3/2,3/2
S (2m)*“p

con:

Despejando 1 y volviendo a expandir en 221 para quedarnos a primer orden:

o= €ER

1/3
1+ﬁ(kBT>2 / _ﬁ(@)Q ,
8 er 6 er [ 37.(.2 (kBT)
>~ EeR

2
1— w2 kT
24 €R

Finalmente:

Como vemos, la correccién de menor orden al resultado a T' =0 K es cuadrética en la temperatura.
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\4

— m=0
m=1
— m=2

— m=3

Figura 3: Representacion del integrando para los primeros valores de m.

b) Energia interna: Usando la misma expansién que en el apartado anterior con x’ (€) = g(€)e,
podemos escribir la energia interna del gas de electrones a baja temperatura como:

E = Zﬁrar = /Ooog(e)n(e)ede

:/ glee
o eBle—p) 41

_ té“qxade+7;<kBTf[mfxron%-;%(kBTfux@d“%u>+.n

Sustituyendo nuevamente que la densidad de estados para electrones no relativistas obtenemos de
manera directa:

— 47TV 3/2 w 3/2 7T2 247TV 3/23 1/2

Sustituyendo la expresién obtenida anteriormente para el potencial quimico en la ecuacién anterior
y desarrollando obtenemos:

4V 2 22 (kT2
P - Vo omy3/2 252 ) |1 T (FBl
g (2m)7 sep 12\ ep
9 9 2 1/2
e 23 1/2 s kBT
T (kpT)? 2 12 (EBL
+6(B)2EF[ 12(5F *

Desarrollando en serie las raices en la expresién anterior al orden més bajo en kT /e, la energia
interna del gas de electrones puede reescribirse como:

_ 3 572 (kgT\?> 72 [kgT\? 15 kpT\*
E = ZNepl1-°>2 (2BZ Z () 2oL
5€F{ 212(€F>+6(5F)4+ (€F>

5 kpT\?
1+H<B)

3 -
°N
°r 12 er

5

12

Nuevamente obtenemos una correccién cuadratica al resultado a T=0 K que en términos de la tem-
peratura de Fermi e = kpTF puede expresarse como:

5 T\?
1+ —n?(—
Ml <TF)

10

E ~ %NkBTF




¢) Presién: La presién del gas se obtiene trivialmente a partir de la expresién de la energfa usando
la relacién

2 _
V==1F
Py =3

valida para gases ideales no relativistas.
d) Capacidad calorffica: Finalmente, la capacidad calorifica del gas de electrones se obtiene usando
las relaciones termodinamicas convencionales:

OE 3 5 5T
Cy = [(+=) ~ENkpTr-7m’—
v <8T>V 5 BT T2
w2 _ T
= —Nkp—o
2 Py

Problema 7. Considérese un gas ideal de bosones no relativista. Analicese si tiene lugar el fenémeno
de la condensacién de Bose-Einstein en una y en dos dimensiones.

Solucién:
Condensacion de Bose-Finstein (BE) en una y dos dimensiones.

En un sistema bosénico, la condensacién de BE tendrd lugar siempre que exista un ntmero
maximo de bosones en estados excitados. En este caso, el resto de bosones anadidos por encima de
dicho ntmero limite ird al estado fundamental, dando lugar a una ocupaciéon macroscépica de este
estado en el limite termodinamico. El niimero de bosones en estados excitados es:

Y [T gle
Newc —A g(e)n(e)de —A de

Como el potencial quimico de un sistema bosénico no puede ser positivo si el origen de energias es
cero, el maximo de la integral anterior se alcanza para el valor yu = 0, lo que define la temperatura
de Bose del sistema. En este caso, el nimero de bosones en estados excitados es:

= [T gle) .
Nowe = / d ()

efe -1

Para un sistema unidimensional, la densidad de estados de bosones no relativistas en una caja de
longitud a es:
a 1/2 —1/2
g(€) = gs7 (2m)' /7 e V2,
h
Asi pues, para un sistema unidimensional no relativista, el niimero de bosones en estados excitados
es

efe —1

integral que diverge. Luego, no estd acotado el niimero de bosones en estados excitados en un sistema
unidimensional y por tanto no existe condensacién de BE.
Lo mismo puede decirse para un sistema bidimensional, en el que la densidad de estados es

B o) —1/2
Newe = o7 (2m)"/? / < e 3)
0

2mma?
g(€) = gs 2

por lo que el numero de bosones en estados excitados es

- 2mma® [ 1
Nexc =Js mna / 3 de = 0.
o ¢’f

h? -1
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Problema 8. En el laboratorio la condensaciéon de Bose-Einstein de un sistema diluido de atomos
de masa m se consigue confindndolos en una trampa magnética que da lugar a un potencial arménico
para cada particula de la forma:

2+ 2+ 2
(P ¥ 0y 1 72) ) p2)+?(w§x2+w§y2+w322)

donde w,, wy, w, representan las frecuencias de la trampa en las diferentes direcciones del espacio.

H =

a) Si el sistema tiene una energfa muy superior a la de los intervalos entre diferentes estados
de energia (lo que sucede trivialmente para sistemas de dimensiones macroscépicas), podemos
considerar que el espectro de estados de energia forma un continuo con una densidad de estados
g(e). Encuéntrese una expresion para la densidad de estados del sistema del ejercicio, tanto en
el limite clésico como de manera estrictamente cuédntica.

b) Suponiendo que tenemos un total de N dtomos en la trampa magnética, calcilese una expresion
para la fugacidad de los bosones, y utilicese el resultado anterior para calcular la temperatura
de Bose (T) del sistema. Interprétese fisicamente el resultado.

c¢) Calctlese la fraccién de bosones en el condensado a T' < T y la energia interna del sistema a
T="Tsg.

d) Obténgase la temperatura de condensacién en un experimento en el cual se usan N = 107
dtomos de Rb§? confinados en trampa de frecuencias 5= (wy,wy,w.) = (250, 670,7) Hertz.

Solucién:
Condensacion de Bose-FEinstein (BE) en un potencial armdnico.

a) Densidad de estados: En la aproximacién cuasicldsica (limite cldsico) el volumen fdsico de una
particula cuyo hamiltoniano es

-
H = 2%1 + % (wixg + wng + w?zQ) ,

podemos escribirlo de la forma (ignoramos spin):

ddp
T(e) = / e

H<e

Realizando el cambio de variables:

& = ’ i=1,2,3

& o= \/%wirii:47576

resulta que

- 1/3 . . .
donde @ = (wWpwyw;) /3 Usando que el volumen de una esfera de radio v E en un espacio de seis
dimensiones es

obtenemos, finalmente,




En el caso cudntico, el volumen fasico vienen dado por el nimero de elecciones de los nimeros
cuanticos n; en las que el hamiltoniano

Zhwi (nZ + %) < e

Ignorando los factores constantes 1/2, estamos ante un problema de célculo del volumen de un te-
traedro de ejes €/ (hwy) , €/ (hwy) , €/ (hw,) (ver Fig. 4):

=4

recuperando el resultado anterior.

votmae i

VE EY B _1(EY
2 hw, hw, hw. 6 \ ho

Figura 4: Representacion de la piramide que contiene todos los microestados accesibles a una particula
atrapada en una trampa armonica.

b) Fugacidad del sistema de bosones y temperatura de Bose: La fugacidad (e®*) del sistema est4
definida de manera implicita por la expresién:

N

Zr:ﬁr = /Ooo g(G)’Fl(G)dE = Am %dG

1 1 e €2
T 2 e — 1%
2 (hw)® Jo eflemm —1

Como sabemos, la condensacién de Bose-Einstein es el fenémeno de acumulacién de bosones en el
estado fundamental del sistema cuando se ha alcanzado la saturacién de los estados excitados. Como
hemos visto en el ejercicio anterior, el méximo del niimero de bosones en estados excitados se alcanza
para g = 0 y en un sistema tridimensional toma el valor:

1 1 > 2
Ne:cc =3 3 / ¢ de
2(hw)® Jo ePe—1
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Usando que':
1 o0
— —npe
eﬁe -1 - Z €
n=1

y sustituyendo en la expresion del niimero de bosones en estados excitados e integrando tenemos:

— 1 1 e
N... = = 2 7n55d
exc 2 (h@)3 Z/O €ee €
1

donde ¢ (k) representa la funcién zeta de Riemann. Si el niimero de bosones se incrementa por encima
de la cota anterior, se produce el fenémeno de condensacién de BE, ya que los estados excitados se
encuentran completamente llenos. Para N fijo (al comienzo de la condensacién, el nimero de bosones
en estado fundamental es nulo, por lo que el ntimero total de bosones del sistema coincide con el
de bosones en estados excitados, N = Ng..), la temperatura a la que se produce la saturacién de
estos estados se denomina temperatura de Bose, y marca el comienzo de la ocupacion del estado
fundamental. En este caso, despejando de la ecuacién anterior:

ho [ N Y3
TB:kB[«z»] |

¢) Fraccién de bosones en el condensado y energia interna del sistema a T' < Ty : Evidentemente,
el nimero total de bosones del sistema, verifica:

N = NO + Nea:cy

donde Ny es el nimero de bosones en el estado fundamental. Como hemos visto, cuando T' < Ty el
potencial quimico sigue siendo nulo (toma su valor maximo) por lo que la expresién para el nimero
medio de bosones en los estados excitados obtenida en el apartado anterior sigue siendo valida en
este régimen:
kpT\®
Nemc = C(3) (TL(D) P

por lo que

3 3
No = N—((3) ("ff) oMo $6) <’€§WT>
&

3
- ()
N Tp

ITambién puede ser 1til en general para el célculo de valores medios en gases ideales de bosones la siguiente relacién
entre la funcién ¢ de Riemann y la funcén I' de Euler:

1 oo xs—l
¢(s) = I'(s) /0 er — ldw
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Por otro lado, a T'=Tp (1 = 0) la energfa interna del sistema sera:

E o= Y e = /O " J(On()ede /O h egfflde

™ (N 4/3
= 3oh°’<<<3>> |

d) Para los datos del experimento propuesto tenemos N = 107 y @ = 6,625,102 Hz, por lo que

ho [ N Y3
== | — ~107% K.
" ks L(z%)}

Problema 9. Supéngase que el universo es una cavidad de radio 10?° m y paredes impenetrables.
Suponiendo que la temperatura en el interior de la cavidad es de 3 K, estimese el nimero total de
fotones en el universo y el contenido energético de estos.

Solucién:
Gas de fotones en el Universo.
Teniendo en cuenta que la densidad de estados de fotén es

Vo, V5,
27TFL3036

g(e) =2x = 3¢

y que para fotones p = 0, el nimero medio de fotones en la cavidad (Universo) es:
_ o0 e €
Vo= = [ gonoe= | 9O

174 o 2
= 3 / de
k33 Jo ePe — 1

= %% (3)¢(3)
1% EgT\*
— Zrece ()

Usando que ¢(3) =~ 2,4, que la temperatura es T = 3 K y que el volumen de la cavidad es V = 47 R3/3
(R ~10%5 m), se obtiene:

N ~ 1088 fotones,

lo que conduce a una densidad foténica aproximada de

<l=

n= ~ 10° fotones m 3,
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o lo que es lo mismo, 1000 fotones cm 3.

Por lo que respecta a la energia de estos fotones, podemos usar las expresiones habituales para
escribir

E = Z:msrz /0 ~ g(O)n(e)ede = /O b egfeflde

\%4 o &8 p
 p2pies 0 ePe —1 ¢

Vo [ 8
3 _—npe

= — e’e de

7r2h3c3nz_:1/0

|74 /°° 5
= —a e "dx
7T2h30364n2=:1 0
Vo1 &XT4)
= 47'['27:[,363@21 TL4

= ra).

72h3e3 @

Usando que I'(4) = 3! y que ((4) = 7*/90, tenemos:

E_ kY

Vo 15R3¢3
que es la bien conocida ley de Stefan-Boltzmann. Luego, en nuestro caso la densidad de energia
asociada a la radiacién de fondo es

)

~6x 107 Jm™3.

<| =

Problema 10. A bajas temperaturas, la densidad de modos normales de las vibraciones cuantizadas
de la magnetizacién (ondas de espin o magnones) en un cristal ferromagnético sigue una ley de la
forma g(w) = Ay/w. Calctlese la contribucién de las ondas de espin a la capacidad calorifica del
sistema.

Solucién:
En el modelo de Debye, los N spines que componen el cristal realizan pequenas oscilaciones arménicas

en torno a la posicién de equilibrio. El conjunto de osciladores arménicos acoplados cuyo hamiltoniano

es de la forma
3N 2 3N

r (=N =N\ __ ;i
H (@ p") =32 o0+ D Ayaigs
=1 1,7
puede desacoplarse utilizando la transformacion canénica a modos normales que nos conduce a un
hamiltoniano

SN s p2
i1 (AN pNY _ i Lo 212
i—
Los 3N modos normales del sistema actian como estados de energia ocupados por cuasiparticulas
llamadas magnones que constituyen excitaciones de estos modos normales. Podemos ver entonces
el problema de las oscilaciones de los spines del sélido ferromagnético como el de un gas ideal de

magnones. Asi pues, la funcién de particién candnica del sistema es

3N oo 3N ﬂhw
Z(T, V)= H Z e ARt d)es oy z = Z {21 +1n (1 — e PMi)
i=1n;=0 i=1
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que coincide -salvo un factor constante- con la de un gas ideal cudntico con ¢; = hw; y potencial
quimico nulo. Esto se deduce de las condiciones termodindmicas de equilibrio y estabilidad, ya que
los magnones estan siendo constantemente emitidos y absorbidos por la red por lo que su niimero no
es constante en un sistema cerrado a 7', V' constantes. Usando la relacién de Gibbs-Helmholtz

_ dln Z 3N T Figwg i
E__< op )v,N_Z[2+€ﬁhw"—1

i=1

podemos escribir para la capacidad calorifica a volumen constante:

(Bhw;) eﬁﬁ‘”z
= <> BZ (ePhwi — '

Haciendo la aproximacién continua habitual en sistemas macroscépicos y teniendo en cuenta que el
nimero finito de modos normales implica la existencia de una frecuencia de corte para magnones en
el espacio de frecuencias, wp, tenemos:

B wp (ﬁhw)z eﬁhw
Cy = kB/O g(w)i(emw ) dw

Usando la densidad de estados de magnén, g(w) = Ay/w y haciendo el cambio de variable = Shw
tenemos

x5/2ew

dx.

Cyv = Aka (51) ¥ [ 17

Teniendo en cuenta que cuando T— 0, zp — oo, podemos aproximar la integral anterior de la forma:
AR? o0 gb/2em

Cv = 3B2 / zda
3/ o (er—1)

Luego, la contribucién de los magnones a la capacidad calorifica a bajas temperaturas es Cy ~ T3/2.

T3/2,
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